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Don’t collect data. If you know everything about yourself, you know everything. There is
no use burdening yourself with a lot of data. Once you understand yourself, you
understand human nature and then the rest follows.
Go¨del, K.
7Introduc¸a˜o
A a´rea conhecida por Topologia Geral serve de base para muitos outros desenvolvi-
mentos em topologia, por exemplo, topologia diferencial, topologia alge´brica e topologia
geome´trica, ale´m de servir como fundamento para o desenvolvimento de conceitos ba´sicos
de ana´lise e geometria. Em sua relac¸a˜o com a geometria temos que esta oferece a topolo-
gia exemplos concretos de muitos espac¸os, por exemplo, superf´ıcies como a esfera, o toro,
a faixa de Moebius, garrafa de Klein etc.; os espac¸os projetivos etc. Enquanto a esfera, o
toro (e superf´ıcies em geral) podem ser vistos como subespac¸os de um espac¸o euclidiano,
o mesmo ja´ na˜o ocorre com o espac¸o projetivo que e´ um exemplo do que entendemos por
espac¸os quocientes. Neste sentido, estes espac¸os quocientes tornam-se mais abstratos e
dif´ıceis de tratar do que os espac¸os que podem ser vistos como superf´ıcies de um espac¸o
euclidiano.
Neste trabalho analisaremos os espac¸os quocientes em topologia. Estes espac¸os se
originam a partir de um espac¸o topolo´gico X quando se define uma certa relac¸a˜o de equi-
valeˆncia ∼ entre seus pontos. As classes de equivaleˆncia assim formadas definem enta˜o
um novo espac¸o, denotado por X/ ∼, e dito o espac¸o quociente de X por ∼. Como ve-
remos, e´ possivel definir de forma natural uma topologia em X/ ∼. A importaˆncia desse
estudo se justifica em parte pela dificuldade em se estabelecer um modo conveniente de
pensar a topologia dos espac¸os quocientes. Em particular, veremos ao tratar com espac¸os
quocientes como formalizar de forma precisa certas construc¸o˜es intuitivas como “colagem”
8de partes de dois espac¸os, e a identificac¸a˜o de pontos num espac¸o por uma certa relac¸a˜o.
Esperamos, assim, ilustrar por meio de exemplos e alguns resultados a maneira de como
se deve pensar estes espac¸os.
Nosso trabalho e´ organizado da seguinte forma. No primeiro cap´ıtulo trata da forma-
lizac¸a˜o da topologia quociente, tendo em vista sua caraterizac¸a˜o mais geral poss´ıvel.
Comec¸ando pelas definic¸o˜es das topologias induzidas e co-induzidas para depois se de-
finir a quociente, tal como feito em [2]. No cap´ıtulo dois e´ introduzida a caracterizac¸a˜o
matema´tica para o ato intuitivo de colagem e suas propriedades mais importantes. Por
fim, sa˜o apresentados dois mapeamentos que unem os conceitos de relac¸a˜o de equivaleˆncia
ao de colagem de espac¸os.
O texto foi escrito de maneira concisa e direta, de forma a torna´-lo ta˜o dida´tico quanto
poss´ıvel. Os assuntos esta˜o separados por to´picos e quando necessa´rio subto´picos, onde sa˜o
explanados aspectos gerais. Os exemplos e propriedades sa˜o os mais importantes, tendo
em vista o carater introduto´rio do assunto. Algumas poucas imagens apenas ilustram
alguns fatos, na˜o se tornando desta forma parte de demonstrac¸o˜es ou motivac¸a˜o para
estudos.
Quanto aos pre´ requisitos, assume-se que o leitor seja familiarizado com topologia
geral. Conceitos de continuidade, noc¸o˜es de espac¸os separa´veis e teoremas cla´ssicos na˜o
sera˜o aqui apresentados. Para estes, as refereˆncias [1] ou [2] podem ser consultadas. Para
uma visa˜o mais geral (no caso [1]) ou detalhes de demonstrac¸oes ([2]).
Gostaria de fazer uma menc¸a˜o aos livros citados na bibliografia. O livro [1] serviu
como guia para este trabalho ao nortear os assuntos a serem tratados. Entretanto, tal
livro possui a caracter´ıstica de ser muito conciso e direto, isto e´, ele fornece as proposic¸o˜es
e exemplos chave sem se dar ao trabalho de explanac¸o˜es e discusso˜es mais aprofundadas.
Por este motivo, outros livros foram muito uteis. O livro [2], base para nossa ementa de
curso, serve como grande apoio para teoria geral de topologia. Muitos exemplos sa˜o ali
apresentados, como as topologias induzidas e co-induzidas. Mas no que se refere as topo-
logias quociente, tal livro na˜o se aprofunda. Assunto este muito bem tratado pelo livro
[3]. Este livro possui uma dida´tica muito boa e dedica um cap´ıtulo para tratar do mape-
amento identificac¸a˜o com suas implicac¸oes em espac¸os quocientes e tambe´m demonstra
va´rios resultados referentes a colagem de espac¸os topolo´gicos.Tambe´m muito importante
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Ha´ tambe´m o livro [4] que em seu cap´ıtulo introduto´rio trata de muitos dos assuntos deste
trabalho, por exemplo motivando o estudo dos mapementos cil´ındrico e coˆnico. Por fim,
e na˜o menos importante, o livro sobre a histo´ria da topologia [6] trata das bases de cada
assunto estudado em topologia. Ha´ inclusive refereˆncias aos trabalhos que deram origem a
va´rias a´reas de estudo, assim como motivac¸oes dos problema que gostaria de se revolver e
os desdobramentos deste em a´reas da matema´tica correlacionadas a` topologia, com maior
eˆnfase em topologia alge´brica. Apenas com o intuito de dica, gostaria de recomendar
as video aulas sobre topologia alge´brica, dentre outras, ministradas por N J Wildberger,
professor titular em UNSW (University of New South Wales), Austra´lia.
Algumas considerac¸o˜es Histo´ricas
Afim de situarmos a a´rea da topologia de forma mais ampla da que iremos analisar aqui,
faremos a seguir uma breve exposic¸a˜o sobre o desnvolvimento da topologia desde seus
primo´rdios.
Historicamente, a Topologia e´ a mais nova das linhas da matema´tica cla´ssica. Aquela
surge em meados do se´culo XVIII com Euler. Esse resolveu o problema das pontes de
Ko¨enigsberg em 1736 - na˜o o primeiro sobre o assunto, mas de certa forma o mais famoso
- trazendo notoriedade e atenc¸a˜o para uma nova a´rea que estava se desdobrando. Sua
formalizac¸a˜o se deu anos mais tarde no Congresso Internacional de Matema´tica de 1909,
em Roma, atrave´s de uma caracterizac¸a˜o axioma´tica baseada na teoria dos conjuntos e sem
utilizar o conceito de distaˆncia. Por volta de 1914, Hausdorff define os conjuntos abertos
atrave´s de axiomas, sem considerac¸o˜es me´tricas. Outras vertentes da topologia se da˜o via
teoria de Ana´lise Funcional e tambe´m Equac¸o˜es Diferenciais. Na topologia na˜o interessa
a distaˆncia, os aˆngulos e tampouco a configurac¸a˜o dos pontos. Objetos que possam
transformar-se em outros, atrave´s de func¸o˜es cont´ınuas revers´ıveis, sa˜o equivalentes e
indistinguiveis.
Destacamos aqui a importaˆncia de se dominar o conteu´do relativo a espac¸os quocien-
tes pelo que vemos ja´ no estudo incial da Homotopia. Esta e´ uma das a´reas em que se
divide a Topologia Alge´brica cuja ideia essencial e´ associar, de forma un´ıvoca a espac¸os e
propriedades topolo´gicas, estruturas e propriedades alge´bricas. Esta nasceu nas u´ltimas
de´cadas do se´culo XIX quando Poincare´ apresentou uma se´rie de trabalhos que a funda-
mentou. Dentre as descobertas de Poincare´ destacam-se os conceitos de homotopia e de
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grupo fundamental, ale´m de va´rios teoremas.
Atualmente, a Topologia Alge´brica, em cara´ter introduto´rio de estudo, se divide na-
turalmente em duas vertentes: Homologia e Homotopia. A grosso modo, o conceito de
Homotopia se refere a existeˆncia de uma “deformac¸a˜o” cont´ınua entre duas aplicac¸o˜es
f, g : X → Y entre espac¸os topolo´gicos X e Y que e´ o que define mapeamentos ho-
moto´picos; em seguida conceitua-se espac¸os do mesmo tipo homoto´pico. O estudo das
classes de equivaleˆncia de mapeamentos homoto´picos surge enta˜o como objeto inicial da
ana´lise. Em particular, ha´ uma construc¸a˜o em espac¸os quocientes que serve como crite´rio
para verificar se dois mapeamentos f, g : X → Y sa˜o homoto´picos que involve a cons-
truc¸a˜o de certos espac¸os quocientes, ditos mapeamentos cil´ındricos, denotados por Mf ,
Mg. Assim, se f e g sa˜o homoto´picos temos que Mf e Mg devem ser espac¸os com o mesmo





Seja X um conjunto e (Y, τY ) um espac¸o topolo´gico. Considere ainda uma func¸a˜o
f : X → Y . A colec¸a˜o das imagens inversas f−1(U) dos abertos U ⊂ Y pela func¸a˜o f
define uma topologia em X, conforme sera´ mostrado.
Proposic¸a˜o 1. O conjunto τX,ind := {f−1(U); U conjunto aberto em Y} define uma to-
pologia em X.
Demonstrac¸a˜o 1. Devem-se verificar as treˆs propriedades que definem uma topologia.
Primeiramente, observe que φ = f−1(φ) ∈ τX,ind e X = f−1(Y ) ∈ τX,ind. Em seguida,
dado um nu´mero finito de elementos A1, A2, . . . , An em τX,ind temos que existem abertos
U1, U2, . . . , Un em τY tal que se tem
A1 = f
−1(U1), A2 = f−1(U2), . . . An = f−1(Un) .
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Da´ı
A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An = f−1(U1) ∩ f−1(U2) ∩ . . . ∩ f−1(Un)
= f−1(U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Un)
Mas U1∩U2∩ . . .∩Un ∈ τY da´ı, por definic¸a˜o de τX,ind, temos que f−1(U1∩U2∩ . . .∩Un) ∈
τX,ind, isto e´ A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An ∈ τX,ind.
Por fim, dada uma famı´lia arbitra´ria {Ai}i∈I ⊂ τX,ind, escolha Vi ∈ Y aberto tal que
Ai = f
−1(Vi). Enta˜o,
∪i∈IAi = ∪i∈If−1(Vi) = f−1(∪i∈IVi) ∈ τX,ind.
Definic¸a˜o 1. Esta colec¸a˜o de subconjuntos de X, X τX,ind, definida anteriormente e´ dita
topologia induzida em X por f .
Se X tem a topologia induzida por f : X → Y , enta˜o qualquer outra topologia em X
segundo a qual f e´ cont´ınua deve conter como abertos pelo menos os conjuntos f−1(U),
com U aberto em Y . Assim, τX,ind e´ a topologia menos fina [2] dentre todas as topologias
de X onde se tem f : X → Y cont´ınua.
Obs: O caso particular mais importante da topologia induzida e´ aquele em que X ⊂ Y e f
reduz-se a` aplicac¸a˜o de inclusa˜o i : X → Y . Neste caso, temos τX,ind = {i−1(U);U ∈ τY }.
Em geral 1
Figura 1: Topologia induzida
Temos i−1(U) = i−1(U ∩ X) = i−1(U) ∩ i−1(X) = U ∩ X o que nos permite enta˜o
caracterizar
τX,ind = {U ∩X;U ∈ τY } (1.1)
1Figura 1 gentilmente cedida por Marcelo Carvalho.
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Estando claro que estamos munindo X ⊂ Y da topologia induzida, ao inve´s de escre-
ver τX,ind escreveremos simplesmente τX a que no´s referiremos pelo nome de topologia
subespac¸o.
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1.2 Topologia co-induzida
Seja X um espac¸o topolo´gico, Y um conjunto e f : X → Y uma func¸a˜o sobrejetora
de X em Y . Considere o seguinte conjunto τY,f = {U ⊂ Y ; f−1(U) e´ aberto em X}.
Tal definic¸a˜o leva ao seguinte resultado:
Proposic¸a˜o 2. (i) τY,f define uma topologia em Y , e relativa a qual f : X → Y e´
cont´ınua.
(ii) τY,f e´ a maior topologia relativa a qual f e´ cont´ınua.
Demonstrac¸a˜o 2. (i) Veja que f−1(φ) = φ e´ aberto em X, logo φ ∈ τY,f . Como
f−1(Y ) = X tambe´m e´ aberto em X, segue que Y ∈ τY,f . Considere agora U1, U2, . . . Un
elementos de τY,f . Temos
f−1(U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Un) = f−1(U1) ∩ f−1(U2) ∩ . . . ∩ f−1(Un) .
Mas f−1(U1), f−1(U2), . . . ∩ f−1(Un) sa˜o abertos em X logo f−1(U1) ∩ f−1(U2) ∩ . . . ∩
f−1(Un) ∈ τX e assim f−1(U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Un) ∈ τX , que por definic¸a˜o nos da´ U1 ∩ U2 ∩
. . . ∩ Un ∈ τY,f .
Por fim, dada uma famı´lia arbitra´ria {Ui}i∈I ⊂ τY,f , enta˜o
f−1(∪i∈IUi) = ∪i∈If−1(Ui)
e´ aberto. Portanto, ∪i∈IUi ∈ τY,f .
Fica assim provada a primeira assertiva referente a` topologia. Quanto a segunda, esta
segue do racioc´ınio:
(ii) Seja τY uma topologia em X mais fina que τY,f . Enta˜o, existe um conjunto
U ∈ τY \ τY,f tal que f−1(U) /∈ τX . Assim, f : X → Y na˜o seria uma func¸a˜o cont´ınua se
tomamrmos τY como topologia de Y . Portanto, τY,f e´ a topologia mais fina [2] que torna
f cont´ınua. 
A topologia τY,f e´ dita co-induzida pela f .
Obs: Seja X um espac¸o topolo´gico e ∼ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em X. Considere
o espac¸o quociente X/ ∼. Ha´ uma maneira natural de munir X/ ∼ de uma topologia
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atrave´s da projec¸a˜o canoˆnica
pi : X → X/ ∼
x→ pi(x) := [x]
onde [x] denota a classe de equivaleˆncia de x pela relac¸a˜o ∼, isto e´, [x] = {x′ ∈ X;x ∼ x′}.
Assim, podemos tomar para topologia de X/ ∼ a topologia co-induzida por pi, que neste
caso e´ dita a topologia quociente. Analisaremos em mais detalhes este tipo de espac¸o no
que se segue.
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1.3 Topologia Quociente
Definic¸a˜o 2. Seja (X, τX) um espac¸o topolo´gico, ∼ uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em X,
Y = X/ ∼ e pi : X → Y a aplicac¸a˜o canoˆnica que leva x em sua classe [x]. O espac¸o
quociente de X por ∼ e´ o par (X/ ∼, τX/∼,pi).
Obs: Em geral, ao inve´s de denotarmos a topologia de X/ ∼ pela notac¸a˜o usual τX/∼,pi
omitiremos a refereˆncia a projec¸a˜o pi denotando a topologia de X/ ∼ simplesmente como
τX/∼.
A seguir, daremos alguns exemplos de espac¸os quocientes que aparecem com frequeˆncia
em matema´tica. Nos limitaremos apenas a dar uma descric¸a˜o intuitiva e geome´trica de
como a relac¸a˜o de equivaleˆncia e´ introduzida.
Exemplo 1. Toro 2 [4] : O Toro S1×S1 pode ser obtido a partir do retaˆngulo [0, 1]× [0, 1]
pela relac¸a˜o de equivaleˆncia que identifica pares de pontos opostos (vide figura), (0, y) ∼
(1, y) e (x, 0) ∼ (x, 1).
Figura 2: Toro
Exemplo 2. Garrafa de Klein 3 [4] : Modificando a construc¸a˜o anterior do toro, isto e´,
considerando a orientac¸a˜o reversa de um dos extremos controi-se a superf´ıcie chamada
Garrafa de Klein.
2Figura 2 proveniente de [4].
3Figura 3 proveniente de [4].
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Figura 3: Garrafa de Klein
Por definic¸a˜o, a Garrafa de Klein e´ o espac¸o quociente do retaˆngulo obtido pela
identificac¸a˜o dos extremos opostos de acordo com a orientac¸a˜o exibida. A identificac¸a˜o
do topo e das laterais do retaˆngulo resulta num cilindro, mas, ao se identificar os dois fins
do cilindro, exige-se que este passe por si mesmo de modo que a orientac¸a˜o seja mantida,
completando assim a garrafa.
Exemplo 3. Faixa de Mobius [5] : Seja X = [−1, 1] e a relac¸a˜o ∼ que identifica −x ∼ x.
Desta forma o espac¸o X × [0, 1]/ ∼ representa a faixa de Mo¨bius.
Observac¸a˜o 1. Na˜o “Hausdorfficidade” da topologia quociente. Ao se tratar com uma
topologia quociente, esta pode na˜o ser Hausdorff. Para ilustrar este fato, considere R
munido da topologia usual, e a relac¸a˜o ∼ tal que x ∼ y se, e somente se, (x − y) ∈ Q.
Enta˜o, dois fatos sera˜o mostrados: (i) R/ ∼ e´ na˜o enumera´vel e (ii) sua topologia e´
τR/∼ = {R,φ}, isto e´, resulta na topologia trivial (portanto na˜o Hausdorff). 4
Segue a verificac¸a˜o de i e ii:
(i) O primeiro fato a ser notado e´ que para qualquer x ∈ R tem-se
[x] = {x+ p/q; p, q ∈ Z, q 6= 0,mdc(p, q) = 1}.
Desta forma, [x] e´ enumera´vel - pois e´ formado a partir de somas de nu´meros racionais a
um real x fixo. Em seguida, observe que x ∈ Q implica [x] = Q. Se x ∈ (R−Q), enta˜o
[x] = {x+ p/q; p, q ∈ Z, q 6= 0,mdc(p, q) = 1}
e [x] ∈ (R−Q). Segue destes dois fatos que
(R−Q) = ∪x∈(R−Q)[x] (∗).
4Essencialmente, este resultado nos chama a atenc¸a˜o de que embora o espac¸o quociente R/ ∼, a
semelhanc¸a de R, continue sendo na˜o enumera´vel, ele, contudo, deixa de ser Hausdorff.
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Sendo [x] enumera´vel, vemos que na unia˜o dada em (∗) devemos ter um nu´mero na˜o-
enumera´vel de classes distintas, do contra´rio, estar´ıamos escrevendo R−Q como uma unia˜o
enumera´vel de conjuntos enumera´veis [x], que por sua vez seria um conjunto enumera´vel,
resultando enta˜o que R−Q seria enumera´vel, o que e´ um absurdo. Portanto,
R/ ∼= {[x];x ∈ Q} ∪ {[x];x ∈ (R−Q)}
e´ na˜o enumera´vel.
(ii) Segue a verificac¸a˜o de que a topologia quociente deste conjunto e´ a topologia
trivial. Seja pi : R→ R/ ∼ com pi(x) = [x]. Seja V ∈ τR/∼ com V na˜o vazio. Desta forma,
temos
pi−1(V ) = ∪[x]∈V pi−1([x]) ∈ τR.
Como qualquer conjunto aberto em R possui nu´meros racionais e irracionais, considere
x ∈ Q ∩ pi−1(V ). Portanto, pi(x) = [x] ∈ V com pi−1([x]) = Q ⊂ pi−1(V ). Como pi−1(V )
e´ aberto e Q ⊂ pi−1(V ), para todo x em Q existe δx > 0 tal que (x − δx, x + δx) ⊂
pi−1(V ). Pode-se escolher δx de forma que este seja racional e definir x′ = x + δx ∈ Q.
Analogamente, existe δx′ ∈ Q tal que (x′ − δx′ , x′ + δx′) ⊂ pi−1(V ). Da´ı, ∪x∈Q(x− δx, x+
δx) ⊂ pi−1(V ). Mas podemos identificar
R = ∪x∈Q(x− δx, x+ δx)
logo temos R ⊂ pi−1(V ). E´ imediato que pi−1(V ) ⊂ R, portanto, pi−1(V ) = R. Da´ı,
V = ∪x∈R[x] = {[x];x ∈ R} = R/ ∼ .
Finaliza-se assim a prova de que τR/∼ = {R/ ∼, φ}.
Proposic¸a˜o 3. Um espac¸o quociente de um espac¸o quociente X e´ um espac¸o quociente
de X.
Demonstrac¸a˜o 3. Considere (X, τX), espac¸o topolo´gico, e as func¸o˜es f : (X, τX) →
(Y, τY,f ) e g : (Y, τY,f ) → (Z, τZ,g), ambas sobrejetivas. Deve-se mostrar que (i) g ◦ f :
(X, τX)→ (Z, τZ,g◦f ) e´ sobrejetiva e (ii) τZ,g◦f = τZ,g.
Por serem f e g sobrejetivas a composic¸a˜o tambe´m o sera´. Desta forma, (i) e´ imediata.
Para (ii), seja V ∈ τZ,g. Segue que g−1(V ) ⊂ τY,f , que por sua vez implica f−1(g−1(V )) ∈
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τX . Isto e´,
(g ◦ f)−1(V ) = f−1(g−1(V )) ⊂ τX .
Sendo g ◦ f : (X, τX) → (Z, τZ,g◦f ) temos por definic¸a˜o de τZ,g◦f que V ∈ τZ,g◦f , logo
τZ,g ⊂ τZ,g◦f .
Seja agora V ∈ τZ,g◦f . Da continuidade de g ◦ f : (X, τX) → (Z, τZ,g◦f ) temos que
(g ◦ f)−1(V ) = f−1(g−1(V )) ∈ τX e da continuidade de f : (X, τX)→ (Y, τY,f ) temos que
g−1(V ) ∈ τY,f . Segue-se enta˜o da continuidade de g : (Y, τY,f ) → (Z, τZ,g) que V ∈ τZ,g,
isto e´ τZ,g◦f ⊂ τZ,g. Conclu´ımos enta˜o que τZ,g◦f = τZ,g 
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1.4 Mapeamento identificac¸a˜o
O mapeamento que sera´ definido e o teorema posterior, sa˜o muito u´teis para obtenc¸a˜o
de func¸o˜es cont´ınuas, como sera´ visto.
Definic¸a˜o 3. Dados dois espac¸os topolo´gicos (X, τX) e (Y, τY ), uma func¸a˜o f : X → Y e´
chamada mapeamento identificac¸a˜o se:
(i) f e´ sobrejetora e cont´ınua;
(ii) τY = τY,f .
Proposic¸a˜o 4. Sejam (X, τX) e (Y, τY ) dois espac¸os topolo´gicos. Considere f : X → Y
sobrejetora. Enta˜o, f e´ mapeamento identificac¸a˜o se, e somente se, para toda func¸a˜o
g : Y → Z, g e´ cont´ınua se, e somente se, g ◦ f e´ cont´ınua.
Demonstrac¸a˜o 4. Suponha f : X → Y e´ mapeamento identificac¸a˜o. Enta˜o, f e´ sobre-
jetora, cont´ınua e τY = τY,f .
Seja agora g : Y → Z tal que g ◦ f : X → Z e´ cont´ınua. Tome U ∈ τZ . Logo,
(g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)) ∈ τX .
Como τY = τY,f e f
−1(g−1(U)) ∈ τX temos que g−1(U) ∈ τY,f que nos da´ enta˜o que
g : Y → Z e´ cont´ınua.
Considere agora g : Y → Z cont´ınua. Logo, a composic¸a˜o g ◦ f tambe´m o sera´. Aqui
encerra-se a demonstrac¸a˜o da “ida”.
Para a outra implicac¸a˜o, suponha que f : X → Y e´ sobrejetora e que para toda func¸a˜o
g : Y → Z, g e´ continua se, e somente se, g ◦ f e´ cont´ınua.
Deve-se provar que (i) f e´ cont´ınua e (ii) τY = τY,f . Para (i), seja τY uma topologia
em Y (na˜o necessariamente τY = τY,f ). Observe que g : (Y, τY ) → (Y, τY ) e´ cont´ınua, ou
seja, g ≡ I. Segue que f = (g ◦ f) : (X, τX) → (Y, τY ) e´ cont´ınua. Para (ii), considere
g1 : (Y, τY )→ (Y, τY,f ), g1(y) = y, func¸a˜o que leva valores de Y com a topologia τY em Y
com a topologia quociente τY,f . Temos que g1 ◦ f ≡ f˜ : (X, τX) f−→ (Y, τY ) g1−→ (Y, τY,f )
e´ cont´ınua pois e´ equivalente ao mapeamento (X, τX)
f˜=f−→ (Y, τY,f ) que e´ cont´ınuo. Da
hipo´tese segue que g1 : (Y, τY )→ (Y, τY,f ) e´ cont´ınua.
Consideremos agora, g2 : (Y, τY,f )→ (Y, τY ), g2(y) = y. Temos g2 ◦ f˜ ≡ f : (X, τX) f˜→
(Y, τY,f )
g2−→ (Y, τY ) e´ cont´ınua pois e´ equivalente ao mapeamento f : (X, τX) → (Y, τY )
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que ja´ vimos ser cont´ınuo. Sendo g2 ◦ f˜ cont´ınuo segue-se da hipo´tese que g2 : (Y, τY,f )→
(Y, τY ) e´ cont´ınua. Assim, sendo g2 = g
−1
1 vemos que g1 e´ homeomorfismo, e da´ı temos
τY = τY,f . Tem-se que f , pois, e´ mapeamento identificac¸a˜o. 
Proposic¸a˜o 5. Se (X, τX) e´ espac¸o topolo´gico compacto, enta˜o (X/ ∼, τX/∼) e´ compacto
[5].
Demonstrac¸a˜o 5. Sabemos que se f : (X, τX)→ (Y, τY ) e´ cont´ınua e X e´ compacto tem-
se que (f(X), τf(X)⊂Y ) e´ compacto. Para o caso particular de pi : (X, τX)→ (X/ ∼, τX/∼)
temos que pi(X) = X/ ∼ e τpi(X)⊂X/∼ = τX/∼, da´ı (X/ ∼, τX/∼) e´ compacto. 
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1.5 Espac¸o projetivo
O plano projetivo e´ geralmente definido como sendo a esfera com os pontos ant´ıpodas
relacionados. Repetindo a construc¸a˜o de espac¸os quocientes para o caso em questa˜o
temos que dada a esfera S2 = {x ∈ R3; |x| = 1} munida da topologia subespac¸o (vendo
S2 ⊂ R3) introduzimos em S2 a relac¸a˜o que identifica pontos ant´ıpodas e assim temos
definidas classes [x] = {x,−x} ∈ S2/ ∼ elementos de S2/ ∼. Finalmente, a partir da
projec¸a˜o canoˆnica pi : S2 → S2/ ∼ definimos uma topologia em S2/ ∼. Constru´ımos
dessa forma o plano projetivo RP2 = (S2/ ∼, τS2/∼).
Proposic¸a˜o 6. RP2 e´ um espac¸o de Hausdorff.
Demonstrac¸a˜o 6. Sejam U ∈ τS2 e −U = {−x;x ∈ U} ∈ τS2 . Desta forma,
pi(U) = {[x];x ∈ U} =⇒ pi−1(pi(U)) = U ∪ (−U) ∈ τS2
Logo, pi(U) ∈ τS2/∼.
Sejam (S2/ ∼, τS2/∼) e [x], [y] ∈ S2/ ∼ com [x] 6= [y]. Assim, pi−1([x]) = {x,−x} e
pi−1([y]) = {y,−y}. Note que por serem classes distintas, x 6= y e x 6= −y. Sendo (S2, τS2)
Hausdorff, existem abertos U 3 x e V 3 y tais que U, V,−U,−V sa˜o disjuntos. Suponha
que existe [z] ∈ pi(U) ∩ pi(V ). Logo, [z] ∈ pi(U) com z ∈ U ou −z ∈ U . Analogamente,
[z] ∈ pi(V ) implica z ∈ V ou −z ∈ V . Assim, podem ocorrer as seguintes possibilidades:
(i)z ∈ U ∩ V ; (ii)z ∈ U e − z ∈ V ;
(iii)− z ∈ U e z ∈ V ; (iv)− z ∈ U ∩ V.
Como U ∩ V = φ, (i) e (iv) esta˜o descartados. Sejam agora z ∈ U e −z ∈ V . De −z ∈ V
decorre que z ∈ −V , ou seja, z ∈ U ∩ V . Absurdo. Enta˜o, pi(U) ∩ pi(V ) = φ e conclui-se
que (S2/ ∼, τS2/∼) e´ Hausdorff. 
Obs: Outra descric¸a˜o para o plano projetivo.
E´ poss´ıvel definir o plano projetivo na forma RP2 := (D2/∼, τD2/∼)
Onde:
y D2 = {z ∈ R2 : z2 ≤ 1}: disco de raio unita´rio
y ∂D := {z ∈ R2 : z2 = 1}: borda do disco
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y D2/∼ 3 [z]
[z] =
{
{z,−z} se z ∈ ∂D
{z} se z ∈ intD
y pi+ : D2 → D2/∼ (sobrejetiva)
Queremos mostrar que se tem um homeomorfismo: (D2/∼, τD2/∼) ' (S2/∼, τS2/∼).
Consideremos a injec¸a˜o
i : D2 → S2
z = (z1, z2)→ x := (z1, z2,√1− (z1)2 − (z2)2 )
Aqui, a imagem i(D2) ≡ S2+ e´ o hemisfe´rio superior de S2,
·z
· x = i(z)
D2
S2
Note que i leva os pontos da borda de D2 nos pontos do equador de S2. Como estes pontos
coincidem com os pontos da borda de D2, a ac¸a˜o de i nestes pontos na˜o foi representado
na figura.
Temos enta˜o o seguinte diagrama
D2
i−→ S2
↓ pi+ ↓ pi
D2/∼ k−→ S2/∼
onde k e´ o u´nico mapeamento que torna o diagrama comutativo, i.e.
k ◦ pi+ = pi ◦ i
ou ainda k([z]) = [i(z)]. Esta func¸a˜o e´ uma bijec¸a˜o.
Seja U ∈ τS2/∼,pi. Temos pi−1(U) ∈ τS2 (pois pi e´ cont´ınua) e (pi ◦ i)−1(U) = i−1 ◦pi−1(U) ∈
τD2 (pois i e´ cont´ınua e pi ◦ i e´ a composta de func¸o˜es cont´ınuas). Mas k ◦ pi+ = pi ◦ i da´ı,
τD2 3 (k ◦ pi+)−1(U) = pi−1+ (k−1(U)). Mas pi+ e´ cont´ınua e da definic¸a˜o de τD2/∼ temos
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que k−1(U) ∈ τD2/∼, i.e. k e´ cont´ınua.
Finalmente, sendo D2 compacto em R2 (pois e´ fechado e limitado) temos que (D2/∼
, τD2/∼) e´ compacto. Tambe´m, ja´ vimos que S2/ ∼ e´ Hausdorff. Assim, temos que
k : (D2/∼, τD2/∼) → (S2/∼, τS2/∼) e´ uma bijec¸a˜o cont´ınua de um espac¸o compacto em
um espac¸o de Hausdorff. Assim, obtemos que k e´ um homeomorfismo, i.e. (D2/∼, τD2/∼)
e (S2/∼, τS2/∼) sa˜o homeomorfos. 
Exemplo: (Sn × I/Sn × {0}) ' Dn+1
De fato.
Sejam Dn+1 := {x ∈ Rn+1 : |x| ≤ 1}, Sn := {x ∈ Rn+1 : |x| = 1} e Sn = ∂Dn+1.
Considere f : Sn × I → Dn+1 definida por f(x, t) := tx. Temos que f e´ cont´ınua e dado
Sn × {0} ⊂ Sn × I tem-se f(Sn × {0}) = 0. Seja Sn×I
Sn×{0} 3 [(x, t)] onde
[(x, t)] :=
{
Sn × {0} se t = 0




Sn×{0} → Dn+1 onde se po˜e g[(x, t)] := f(x, t). Mas, a projec¸a˜o pi : Sn × I → S
n×I
Sn×{0}
e´ um mapeamento identificac¸a˜o logo da porposic¸a˜o 4 temos que
(
g ◦ pi cont´ınua ⇔
g cont´ınua
)
. Mas temos f = g ◦ pi cont´ınua, da´ı g e´ cont´ınua. Ale´m disso, pi : Sn × I →
Sn×I
Sn×{0} e´ cont´ınua e S
n×I e´ compacto, logo temos que pi(Sn×I) = Sn×I
Sn×{0} e´ compacto. As-
sim, temos que g : S
n×I
Sn×{0} → Dn+1 e´ cont´ınua, bijetiva definido em um compacto S
n×I
Sn×{0} e
tem por imagem um espac¸o de hausdorff Dn+1, logo g e´ homeomorfismo ∴ S
n×I
Sn×{0} ∼ Dn+1.
Pequenas variac¸o˜es destes exemplos, assim como uma discussa˜o mais detalhada pode
ser encontrada em [5], [3] ou mesmo [4].
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1.6 Espac¸o quociente X/A
Sejam X e A conjuntos na˜o vazios com A ⊂ X. Construa a seguinte relac¸a˜o ∼ em
X: x ∼ y se, e somente se, x, y ∈ A ou x = y. Observe que ∼ e´ relac¸a˜o de equivaleˆncia
em X. Segue a verificac¸a˜o:
• E´ imediato que x ∼ x, assim ∼ e´ reflexiva.
• Seja x ∼ y. Por definic¸a˜o, x ∼ y =⇒ (x, y ∈ A ou x = y) =⇒ (y, x ∈ A ou y =
x
)
=⇒ y ∼ x, isto e´ x ∼ y =⇒ y ∼ x e assim ∼ e´ sime´trica.
• Finalmente, sejam x ∼ y e y ∼ z. Tem-se(
x, y ∈ A ou x = y) e (y, z ∈ A ou y = z).
Ha´ quatro casos
(i)x, y ∈ A e y, z ∈ A, (ii)x, y ∈ A e y = z,
(iii)x = y e y, z ∈ A, (iv)x = y e y = z
De (i), (ii), (iii) temos que x, z ∈ A, logo x ∼ z.
De (iv) temos que x = z, logo x ∼ z.
Em qualquer dos casos (i) − (iv) encontramos enta˜o que x ∼ z o que mostra que ∼ e´
transitiva.
Com aux´ılio desta relac¸a˜o pode-se obter um tipo de espac¸o quociente ao se relacionar
um conjunto com um de seus subconjuntos. E´ o que faremos a seguir.
Definic¸a˜o 4. Sejam (X, τX) espac¸o topolo´gico e A ⊂ X na˜o vazio. Enta˜o introduzimos
um espac¸o topolo´gico (X/A, τX/A) onde
X/A := {A, {x};x ∈ (X \ A)}
τX/A e´ a topologia quociente induzida pela projec¸a˜o canoˆnica pi : X → X/A.
Exemplo 4. Cone 5 [5] : Seja X espac¸o topolo´gico, enta˜o chama-se CX = X× [0, 1]/X×
{1} o cone sobre X.
5Figura 4 proveniente de [5].
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Figura 4: Cone
Exemplo 5. Suspensa˜o 6 [5] : Dado X espac¸o topolo´gico, o espac¸o∑




e´ chamado de suspensa˜o ou cone duplo sobre
X.
Figura 5: Suspensa˜o
Proposic¸a˜o 7. (i) Se X e´ espac¸o topolo´gico regular e A ⊂ X e´ fechado, enta˜o X/A e´
Hausdorff;
(ii) Se X e´ espac¸o topolo´gico normal e A e´ fechado, enta˜o X/A e´ normal.
Demonstrac¸a˜o 7. (i) Sejam X regular e A fechado - em particular, X e´ Hausdorff. Tome
[x1], [x2] ∈ X/A com [x1] 6= [x2]. Tem-se os casos
(a) x1 ∈ A e x2 /∈ A (equivalentemente, x1 /∈ A e x2 ∈ A);
(b) x1, x2 /∈ A.
(a) Como X e´ regular e A e´ fechado, existem V1, V2 ∈ τX tais que x1 ∈ A ⊂ V1 e
x2 ∈ V2 com V1 ∩ V2 = φ. Temos definido a projec¸a˜o pi : X → X/A de onde segue que
x1 ∈ V1 =⇒ pi(x1) = [x1] ∈ pi(V1) = {A, [x];x ∈ (V1 \ A)}.
6Figura 5 proveniente de [5].
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Por um racioc´ınio ana´logo,
x2 ∈ V1 =⇒ pi(x2) = [x2] ∈ pi(V2) = {[x];x ∈ V2}.
Logo,
pi−1(pi(V1)) = A ∪ {x;x ∈ V1 \ A)} = V1 ∈ τX =⇒ pi(V1) ∈ τX/A
pi−1(pi(V2)) = {x;x ∈ V2} = V2 ∈ τX =⇒ pi(V2) ∈ τX/A.
Mas,
pi(V1) ∩ pi(V2) = {A, [x];x ∈ (V1 \ A)} ∩ {[x];x ∈ V2} = φ =⇒ pi(V1) ∩ pi(V2) = φ.
Dessa forma, tomando U1 = pi(V1) e U2 = pi(V2), temos obtido que [x1] ∈ pi(V1) e [x2] ∈
pi(V2) e pi(V1) ∩ pi(V2) = φ o que mostra que X/A e´ Hausdorff.
(b) Como X e´ Hausdorff, existem V1, V2 ∈ τX tais que x1 ∈ V1, x2 ∈ V2 e V1 ∩ V2 = φ.
Ale´m disso, A e´ fechado. Enta˜o, X \ A e´ aberto e x1, x2 /∈ A com x1, x2 ∈ X \ A. Sejam
V ′1 = V1 ∩X \ A e V ′2 = V2 ∩X \ A ambos em τX .
Por construc¸a˜o, x1 ∈ V ′1 , x2 ∈ V2, V ′1 ∩ V ′2 = φ e
x1 ∈ V ′1 =⇒ pi(x1) = [x1] ∈ pi(V ′1),
x2 ∈ V ′2 =⇒ pi(x2) = [x2] ∈ pi(V ′2).
Como V ′1 ∩ A = φ e V ′2 ∩ A = φ, enta˜o
pi(V ′1) = {[x];x ∈ V ′1} e pi(V ′2) = {[x];x ∈ V ′2}.
Da´ı
pi−1(pi(V ′1)) = {x;x ∈ V ′1} = V ′1 ∈ τX , da´ı pi(V ′1) ∈ τX/A
e
pi−1(pi(V ′2)) = {x;x ∈ V ′2} = V ′2 ∈ τX , da´ı pi(V ′2) ∈ τX/A.
Ale´m disso temos que pi(V ′1) ∩ pi(V ′2) = φ. Definindo apenas por convenieˆncia pi(V ′1) = U1
e pi(V ′2) = U2, segue que X/A e´ Hausdorff.
(ii) Seja X espac¸o normal. Sejam F1 e F2 conjuntos fechados disjuntos em X/A.
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Como pi e´ cont´ınua, pi−1(F1) e pi−1(F2) sa˜o conjuntos fechados em X. Notamos que
pi−1(F1) ∩ pi−1(F2) = pi−1(F1 ∩ F2) = pi−1(φ) = φ.
Inicialmente, notamos que na˜o pode ocorrer A ∩ pi−1(F1) 6= φ e A ∩ pi−1(F2) 6= φ. Com
efeito, seja a1 ∈ A∩pi−1(F1). Enta˜o pi(a1) = [a1] = A ∈ F1. Tambe´m, seja a2 ∈ A∩pi−1(F2)
com pi(a2) = [a2] = A ∈ F2. Desta forma F1 ∩ F2 6= φ. Absurdo.
Restam as possibilidades:
(a) A ∩ pi−1(F1) 6= φ e A ∩ pi−1(F2) = φ (equivalentemente trocando-se F1 por F2) ;
(b) A ∩ pi−1(F1) = φ e A ∩ pi−1(F2) = φ.
(a) Sejam A ∪ pi−1(F1) e pi−1(F2)! fechados. Tem-se
(A ∪ pi−1(F1)) ∩ pi−1(F2) = φ.
Como X e´ normal, existem V1, V2 ∈ τX com V1 ∩ V2 = φ tais que A ∪ pi−1(F1) ⊂ V1 e
pi−1(F2) ⊂ V2. Mas
A ⊂ V1 =⇒ pi(V1) = {A, [x];x ∈ V1 \ A}
A ∩ V2 = φ =⇒ pi(V2) = {[x];x ∈ V2}.




= V1 ∈ τX e pi−1(pi(V2)) = V2 ∈ τX , isto e´ temos
que pi−1(pi(V1)) ∈ τX e pi−1(pi(V2)) ∈ τX de onde segue-se que pi(V1), pi(V2) ∈ τX/A. Em
decorreˆncia de A ⊂ V1 e V1 ∩ V2 = φ segue
{A, [x];x ∈ V1 \ A} ∩ {[x];x ∈ V2} = φ,
isto e´, pi(V1) ∩ pi(V2) = φ. Por fim A ∪ pi−1(F1) ⊂ V1, aplicando pi,
pi(A ∪ pi−1(F1)) ⊂ pi(V1) =⇒ pi(A) ∪ F1 ⊂ pi(V1) logo F1 ⊂ pi(V1)
Analogamente, pi−1(F2) ⊂ V2 implica em F2 ⊂ pi(V2). Portanto, provamos (neste
caso) a normalidade de X/A.
(b) Tome por fechados em X, A ∪ pi−1(F1) e pi−1(F2)!. Tem-se enta˜o que
(A ∪ pi−1(F1)) ∩ pi−1(F2) = φ.
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Assim, conclui-se de forma ana´loga ao item anterior (a). Portanto, X/A e´ normal. 
Observac¸a˜o: Justificativa de !. Sendo X normal e pi−1(F1), pi−1(F2) fechados e disjuntos
em X, existem V1, V2 abertos tais que pi
−1(F1) ⊂ V1 e pi−1(F2) ⊂ V2. Contudo, pode ocorrer
A ∩ V1 6= φ e A ∩ V2 6= φ o que forneceria F1 ⊂ pi(V1), F2 ⊂ pi(V2) sem necessariamente
pi(V1)∩ pi(V2) = φ. Para evitar tal situac¸a˜o, toma-se por fechados A∪ pi−1(F1) e pi−1(F2).
Segue enta˜o da normalidade de X que A ∪ pi−1(F1) ⊂ V1 e pi−1(F2) ⊂ V2 em que pi(V1) ∩
pi(V2) = φ.
Definic¸a˜o 5. Dados A ⊂ X e ∼ relac¸a˜o de equivaleˆncia em X, chama-se
A˜ = {x ∈ X;x ∼ a para algum a ∈ A}
de saturac¸a˜o de A relativo a ∼.
Proposic¸a˜o 8. (i) Sejam A e X na˜o vazios com A ⊂ X. A˜ = X se, e somente se,
[x] ∩ A 6= φ ∀x ∈ X;
(ii) Seja ∼ relac¸a˜o de equivaleˆncia tal que A˜ = X. Enta˜o, k : A/ ∼→ X/ ∼, com
k([a]A) = [a]X , e´ homeomorfismo se a saturac¸a˜o de cada aberto em A e´ um aberto em X.
Isto e´, se U ∈ τA enta˜o U˜ ∈ τX .
Demonstrac¸a˜o 8. (i) Sejam A˜ = X e x ∈ X. Enta˜o, x ∈ A˜. Pela definic¸a˜o, existe um
elemento a ∈ A tal que x ∼ a. Desta forma, a ∈ [x] e A ∩ [x] 6= φ. Suponha agora que
[x] ∩ A 6= φ , ∀x ∈ X. Tome x ∈ X. Existe a ∈ A tal que a ∈ [x]. Portanto, x ∼ a e
x ∈ A˜, da´ı X ⊂ A˜. Como A˜ ⊂ X, tem-se A˜ = X.
(ii) Injetividade: seja k como na hipo´tese e suponha k([a1]A) = k([a2]A). Desta forma,
[a1] = [a1]X = [a2]X com a1 ∼ a2. Enta˜o, [a1]A = [a2]A.
Sobrejetividade: seja [x]X ∈ X/ ∼. Por hipo´tese A˜ = X x ∈ A˜, isto e´, existe a ∈ A
tal que x ∼ a. Assim dado [a]A tem-se k([a]A) = [a]X = [x]X .
Continuidade: sejam as projec¸o˜es canoˆnicas piA : A→ A/ ∼ e piX : X → X/ ∼. Note
que piX |A e´ cont´ınua pois e´ restric¸a˜o de uma func¸a˜o cont´ınua. Como piX |A = k ◦ piA, pela
Proposic¸a˜o 4 segue da continuidade da composic¸a˜o que k deve ser cont´ınua.
Falta verificar que k e´ func¸a˜o aberta. Seja V ∈ τA/∼. Conforme ja´ verificado, piA e´
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sobrejetora e pode-se escrever
V = piA(pi
−1
A (V )) = {piA(a); a ∈ pi−1A (V )}.
Aplicando k,
k(V ) = {k(piA(a)); a ∈ pi−1A (V )} = {piX(a); a ∈ pi−1A (V )}.
Observe que pi−1X (k(V )) = {x ∈ X; piX(x) ∈ k(V )}. Como piX(x) ∈ k(V ), existe a ∈
pi−1A (V ) tal que piX(x) = piX(a) e x ∼ a. Isto e´,
pi−1X (k(V )) = {x ∈ X;∃a ∈ pi−1A (V ), x ∼ a} = ˜pi−1A (V ) =⇒ pi−1X (k(V )) = ˜pi−1A (V ).
Como piA e´ cont´ınua e V ∈ τA/∼ tem-se pi−1A (V ) ∈ τA e, por hipo´tese, segue ˜pi−1A (V ) ∈ τX .
Enta˜o, pi−1X (k(V )) ∈ τX implica k(V ) ∈ τX/ ∼. Portanto, k e´ func¸a˜o aberta. 
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CAP´ITULO 2
Espac¸o quociente da unia˜o disjunta de espac¸os
Dados dois espac¸os topolo´gicos X e Y e´ poss´ıvel definir um novo espac¸o que exibe
certos aspectos dos espac¸os X e Y e que intuitivamente se assemelha a um processo de
“colagem” de uma parte do espac¸o X no espac¸o Y . Formalmente, colamos um conjunto
fechado A ⊂ X em Y por meio de uma func¸a˜o cont´ınua f : A → Y , sendo a colagem
efetuada pela identificac¸a˜o de A ⊂ X com sua imagem f(A) ⊂ Y . Isto leva enta˜o a
definic¸a˜o de um espac¸o topolo´gico denotado por Y ∪f X.
Como veremos, os aspectos comuns dos espac¸os X e Y que sa˜o reproduzidos em
Y ∪f X referem-se ao fato que tanto X quanto Y podem ser pensados como mergulhados
em Y ∪f X.
2.1 Unia˜o disjunta
Para efetuarmos a construc¸a˜o de Y ∪f X inicialmente definimos
Definic¸a˜o 6. Sejam X, Y espac¸os topolo´gicos. A unia˜o disjunta de X e Y, denotada por
X + Y , e´ o espac¸o
X + Y = (X × {0}) ∪ (Y × {1}), τX+Y ),
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onde U ∈ τX+Y se
U ∩ (X × {0}) = UX × {0} com UX ∈ τX
U ∩ (Y × {1}) = UY × {1} com UY ∈ τY .
Proposic¸a˜o 9. i. X×{0}, Y ×{1} sa˜o conjuntos abertos e fechados em X+Y ; ii. Dadas
as incluso˜es iX : X → X + Y com i(x) = (x, 0) e iY : Y → X + Y com i(y) = (y, 1),
tem-se que X
iX→ iX(X) define um homeomorfismo de X em sua imagem i(X), assim
como Y
iY→ iY (Y ) define um homeomorfismo de Y em i(Y ).
Demonstrac¸a˜o 9. i. Observe que
(X × {0}) ∩ (X × {0}) = X × {0} com X ∈ τX
e
(X × {0}) ∩ (Y × {1}) = φ× {1} com φ ∈ τY .
Dessa forma, X × {0} e´ aberto em X + Y . Tambe´m
(Y × {1}) ∩ (X × {0}) = φ× {0} com φ ∈ τX
(Y × {1}) ∩ (Y × {1}) = Y × {1} com Y ∈ τY .
Assim, Y × {1} e´ aberto em X + Y . Note agora que
(X + Y )−X × {0} = (X × {0)}) ∪ (Y × {1})−X × {0}
= Y × {1} ∈ τX+Y .
Analogamente, Y × {1} e´ fechado em τX+Y .
ii. Seja iX como no enunciado. Note que
iX(X) = {(x, 0);x ∈ X} = X × {0}.
Logo, iX(X) ⊂ X + Y . Seja τiX(X) a topologia subespac¸o em X + Y . Por definic¸a˜o os
abertos desta topologia sa˜o do tipo iX(X) ∩ U , com U ∈ τX+Y . Da´ı,
iX(X) = X × {0} =⇒ iX(X) ∩ U = (X × {0}) ∩ U
= UX × {0} com UX ∈ τX
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Isto e´, caracterizamos a topologia como
τiX(X) = {UX × {0};UX ∈ τX}.
A bijetividade de X
iX→ iX(X) segue diretamente da injetividade de iX : X → X + Y .
Para verificar a continuidade de X
iX→ iX(X), seja UX × {0} ∈ τiX(X). Desta forma
i−1(UX × {0}) = UX ∈ τX
implicando na continuidade de iX . Finalizando, seja UX ∈ τX . Temos
iX(X) = UX × {0} ∈ τiX(X).
Enta˜o, iX e´ func¸a˜o aberta. Portanto, conclui-se que X
iX→ iX(X) e´ homeomorfismo. De
maneira ana´loga, prova-se que Y
iY→ iY (Y ) e´ homeomorfismo. 
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2.2 Espac¸os obtidos por colagem
Sejam X e Y espac¸os topolo´gicos e considere a unia˜o disjunta X + Y . Dados A ⊂ X
fechado e f : A→ Y cont´ınua, uma relac¸a˜o de equivaleˆncia e´ definida em X + Y pondo:
∼:=

(x1, 0) ∼ (x2, 0) se x1 = x2 ou f(x1) = f(x2);
(x, 0) ∼ (y, 1) se f(x) = y;
(y1, 1) ∼ (y2, 1) se y1 = y2.
As classes de equivaleˆncia sa˜o dadas por:
[(x, 0)] = {(x, 0)} se x ∈ X \ A;
[(y, 1)] = {(y, 1)} se y ∈ Y \ f(A);
[(x, 0)] = {(x′, 0), (f(x), 1); f(x′) = f(x), x′ ∈ A} se x ∈ A;
[(y, 1)] = {(y, 1), (x, 0); f(x) = y, x ∈ A} se y ∈ f(A).
Claramente, todas essas classes esta˜o em X + Y/ ∼. Note que se f(x) = y enta˜o
[(x, 0)] = [(y, 1)].
Considere a projec¸a˜o canoˆnica pi : X + Y → X + Y/ ∼. Define-se a colagem de X em
Y pela f como sendo o espac¸o definido por
Y ∪f X := (X + Y/ ∼, τY ∪fX)
τY ∪fX := τX+Y/∼
Proposic¸a˜o 10. Sejam f : A ⊂ X → Y cont´ınua e A conjunto fechado. Considere
tambe´m Y ∪f X, enta˜o
i. i∗Y = pi ◦ iY : Y → Y ∪f X e´ um mergulho topolo´gico;
ii. i∗Y (Y ) e´ um subespac¸o fechado de Y ∪f X.
Demonstrac¸a˜o 10. i. Para verificar que i∗Y e´ mergulho deve-se mostrar que quando
i∗Y (Y ) e´ munido da topologia subespac¸o de Y ∪fX tem-se i∗Y : Y → i∗Y (Y ) homeomorfismo.
Primeiramente verificaremos a bijetividade. Sejam y1, y2 ∈ Y e suponha i∗Y (y1) = i∗Y (y2),
logo
[(y1, 1)] = [(y2, 1)] =⇒ (y1, 1) ∼ (y2, 1),
desta forma y1 = y2. Quanto a sobrejetividade, basta notar que i
∗
Y (Y ) e´ contradomı´nio
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de i∗Y . Quanto ao homeomorfismo, devemos inicialmente verificar a continuidade de
i∗Y : (Y, τY )→ (i∗Y (Y ), τi∗Y (Y )).
Pela Proposic¸a˜o 9, a func¸a˜o iY e´ cont´ınua, bem como pi : X + Y → (X + Y )/ ∼. Enta˜o,
i∗Y = pi ◦ iY sera´ cont´ınua, devido a` composic¸a˜o. Para verificar que i∗Y e´ func¸a˜o aberta,
dado V ∈ τY deve-se mostrar que
i∗Y (V ) ∈ τi∗Y (Y ) , ou seja, i∗Y (V ) = i∗Y (Y ) ∩ U com U ∈ τ(X+Y )/∼.
O conjunto U deve ser exibido. Da definic¸a˜o de τ(X+Y )/∼, U deve satisfazer pi−1(U) ∈
τX+Y . Tem-se
pi−1(i∗Y (V )) = pi
−1(i∗Y (Y ) ∩ U)
= pi−1(i∗Y (Y )) ∩ pi−1(U).
Partindo desse ponto, identificaremos como deve ser a forma do conjunto U . Seja V ∈ τY .
Escrevamos
V = (V ∩ f(A)) ∪ (V \ f(A))
=⇒ i∗Y (V ) = {[(y, 1)]; y ∈ V ∩ f(A)} ∪ {[(y, 1)]; y ∈ V \ f(A)}.
Note que
y ∈ V ∩ f(A) =⇒ [(y, 1)] = {(y, 1); y ∈ f(A) ∩ V } ∪ {(x, 0);x ∈ A, f(x) = y},
y ∈ V \ f(A) =⇒ [(y, 1)] = {(y, 1); y ∈ V \ f(A)}.
Enta˜o,
pi−1(i∗Y (V )) = pi
−1({[(y, 1)]; y ∈ V ∩ f(A)} ∪ {[(y, 1)]; y ∈ V \ f(A)})
= pi−1({[(y, 1])]; y ∈ V ∩ f(A)}) ∪ pi−1({[(y, 1)]; y ∈ V \ f(A)})
= {(x, 0); f(x) = y, y ∈ V ∩ f(A)} ∪ {(y, 1); y ∈ V ∩ f(A)} ∪ {(y, 1); y ∈ V \ f(A)}
= {(x, 0);x ∈ f−1(V ∩ f(A))} ∪ {(y, 1); y ∈ V }
= iY (V ) ∪ iX(f−1(V ∩ f(A)))
= iY (V ) ∪ iX(f−1(V ))
Como f : A ⊂ X → Y e´ cont´ınua, V ∈ τY implica f−1(V ) ∈ τA (como usualmente
entendido, aqui temos que τA refere-se a topologia subespac¸o em X) e assim existe
WX ∈ τX tal que f−1(V ) = WX ∩ A.
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Desta forma,
pi−1(i∗Y (V )) = iY (V ) ∪ iX(WX ∩ A)




(pois iX e´ injetiva)
= (iY (V ) ∪ iX(WX)) ∩ (iY (V ) ∪ iX(A))
= (iY (V ) ∪ iX(WX)) ∩ (iY (Y ) ∪ iX(A)).
Note que na u´ltima linha passamos de iY (V ) a iY (Y ), o que e´ justificado lembrando que
iX(WX) ⊂ X × {0}, iX(A) ⊂ X × {0}, iY (V ) ⊂ Y × {1}, iY (Y ) = Y × {1}.
Analogamente,
Y = (Y ∩ f(A)) ∪ (Y \ f(A))
=⇒ i∗Y (Y ) = {[(y, 1)]; y ∈ Y ∩ f(A)} ∪ {[(y, 1)]; y ∈ Y \ f(A)}
=⇒ pi−1(i∗Y (Y )) = pi−1
({[(y, 1)]; y ∈ Y ∩ f(A)}) ∪ pi−1({[(y, 1)]; y ∈ Y \ f(A)})
= {(x, 0);x ∈ f−1(Y ∩ f(A))} ∪ {(y, 1); y ∈ Y ∩ f(A)} ∪ {(y, 1); y ∈ Y \ f(A)}
= {(x, 0);x ∈ f−1(Y ∩ f(A))} ∪ {(y, 1); y ∈ Y }
= iX(f
−1(Y ∩ f(A)) ∪ iY (Y )
= iX(A) ∪ iY (Y ) (pois obviamente f−1(Y ∩ f(A)) = f−1(Y ) = A).
Com esta igualdade tem-se
pi−1(i∗Y (V )) = (iY (V ) ∪ iX(WX)) ∩ pi−1(i∗Y (Y )).
Conforme argumento anterior, identificamos U a partir de
pi−1(U) = iY (V ) ∪ iX(WX)
= (V × {1}) ∪ (WX × {0}).
Mas, como pi e´ sobrejetora
U = pi(iY (V ) ∪ iX(WX)).
Note ainda que
pi−1(U) ∩ (X × {0}) = WX × {0} com WX ∈ τX .
De forma parecida,
pi−1(U) ∩ (Y × {1}) = V × {1} com V ∈ τY .
Desses dois u´ltimos fatos pi−1(U) ∈ τX+Y e, assim, U ∈ τ(X+Y )/∼. Para concluir resta ver
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que i∗Y (V ) = i
∗
Y (Y ) ∩ U . De fato,
i∗Y (V ) = pi(iY (V ))
= pi(iY (V ) ∩ iY (Y ))
= pi(iY (Y ) ∩ (iY (V ) ∪ iX(WX))),
ja´ que iY (Y ) ∩ iX(WX) = φ.
Usaremos a seguir o resultado
f(A−B) ∩ f(B) = φ =⇒ f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) (∗)
Note que
iY (Y )− (iY (V ) ∪ iX(WX)) = iY (Y )− iY (V )
e
iY (Y )− iY (V ) = {(y, 1); y ∈ Y \ V } =⇒ pi(iY (Y )− iY (V )) = {[(y, 1)]; y ∈ Y \ V } (2∗)
Temos tambe´m
iY (V ) ∪ iX(WX) = {(y, 1); y ∈ V } ∪ {(x, 0);x ∈ WX};
=⇒ pi(iY (V ) ∪ iX(WX)) = {[(y, 1)]; y ∈ V } ∪ {[(x, 0)];x ∈ WX}
= {[(y, 1)]; y ∈ V } ∪ {[(x, 0)];x ∈ WX \ A} ∪ {[(x, 0)];x ∈ WX ∩ A}
= {[(y, 1)]; y ∈ V } ∪ {[(x, 0)];x ∈ WX \ A} ∪ {[(y, 1)]; y ∈ f(WX ∩ A)}






iY (V ) ∪ iX(WX)
)) ∩ pi(iY (V ) ∪ iX(WX)) = pi(iY (Y )− iY (V )) ∩ pi(iY (V ) ∪ iX(WX))





iY (V ) ∪ iX(WX)
)) ∩ pi(iY (V ) ∪ iX(WX)) = φ
e de (∗) segue que
pi
(
iY (Y ) ∩
(
iY (V ) ∪ iX(WX)
))
= pi(iY (Y )) ∩ pi(iY (V ) ∪ iX(WX))
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Logo,
i∗Y (V ) = pi
(
iY (Y ) ∩ (iY (V ) ∪ iX(WX)
)
= pi(iY (Y )) ∩ pi(iY (V ) ∪ iX(WX))
= i∗Y (Y ) ∩ U.
pi(iY (Y )− iY (V )) ∩ pi((iY (V ) ∪ iX(WX)) = φ.
Logo,
i∗Y (V ) = pi(iY (Y ) ∩ (iY (V ) ∪ iX(WX))
= pi(iY (Y )) ∩ pi(iY (V ) ∪ iX(WX))
= i∗Y (Y ) ∩ U.
Sendo U ∈ τ(X+Y )/∼ segue que i∗Y (V ) ∈ τi∗Y , isto e´, i∗Y e´ func¸a˜o aberta e portanto
mergulho.
ii. Veja que i∗Y (Y ) e´ fechado em Y ∪f X. Conforme visto
pi−1(i∗Y (Y )) = iY (Y ) ∪ iX(A) = (Y × {1}) ∪ (A× {0})
=⇒
{
pi−1(i∗Y (Y )) ∩ (A× {0}) = A× {0} com A fechado em τX
pi−1(i∗Y (Y )) ∩ (Y × {1}) = Y × {1}Y fechado em τY .
Portanto, i∗Y (Y ) e´ fechado em Y ∪f X. 
Proposic¸a˜o 11. Seja f : A ⊂ X → Y , com conjunto fechado. Considere Y ∪f X, enta˜o
i.i∗X : X \ A→ Y ∪f X e´ um mergulho topolo´gico;
ii.i∗X(X \ A) e´ um conjunto aberto.
Demonstrac¸a˜o 11. Sera´ empregado um racioc´ınio semelhante ao usado para verificar o
resultado anterior.
(i) Seja i∗X : X \A→ i∗X(X). Sejam x1, x2 ∈ X \A. Suponha i∗X(x1) = i∗X(x2). Enta˜o
[(x1, 0)] = [(x2, 0)] =⇒ (x1, 0) ∼ (x2, 0) =⇒ x1 = x2,
isto e´, i∗X e´ injetora. A sobrejetividade e´ imediata.
Conforme a Proposic¸ao 9, iX : X → iX(X) e´ homeomorfismo e pi : X + Y → (X + Y )/ ∼
e´ cont´ınua. Logo, i∗X = pi ◦ iX e´ cont´ınua.
Falta verificar que e´ func¸a˜o aberta. Seja V ∈ τX\A. Como A e´ fechado, enta˜o seu
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complementar X \ A e´ aberto. Logo,
V ∈ τX\A ↔ V ∈ τX .
O fato a ser verificado e´ o seguinte: i∗X(V ) ∈ τi∗X(X\A), ou seja,
i∗X(V ) = i
∗
X(X \ A) ∩ U , com U ∈ τ(X+Y )/∼.
Note que {
i∗X(V ) = {[(x, 0)];x ∈ V ⊂ X \ A}
i∗X(X \ A) = {[(x, 0)];x ∈ X \ A}.
Em ambos os casos [(x, 0)] = {(x, 0)} com x ∈ X \ A. Segue enta˜o que
pi−1(i∗X(V )) = pi
−1(i∗X(X \ A)) ∩ pi−1(U)
=⇒ V × {0} = (X \ A× {0}) ∩ pi−1(U).
Como V ⊂ X \ A, identifica-se pi−1(U) = V × {0}.
Da sobrejetividade,
U = pi(V × {0}) = {[(x, 0)];x ∈ V } = i∗X(V ).
Agora{
pi−1(U) ∩ (X × {0}) = (V × {0}) ∩ (X × {0}) = V × {0}, V ∈ τX
pi−1(U) ∩ (Y × {1}) = (V × {0}) ∩ (Y × {1}) = φ
=⇒ pi−1(U) ∈ τX+Y =⇒ U ∈ τ(X+Y )/∼
Sendo U = i∗X(V )
i∗X(V ) = {[(x, 0)];x ∈ V ⊂ X \ A}
= {[(x, 0)];x ∈ X \ A} ∩ {[(x, 0)];x ∈ V ⊂ X \ A}
= i∗X(X \ A) ∩ i∗(V )
= i∗X(X \ A) ∩ U.
Assim, tal escolha de U satisfaz as hipo´teses e i∗X(V ) e´ aberto em i
∗
X(X \A). Portanto, a
func¸a˜o e´ aberta e verifica-se o mergulho topolo´gico.
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(ii) Para ver que i∗X(X \ A) e´ conjunto aberto, perceba
i∗X(X \ A) = {[(x, 0)];x ∈ X \ A}
=⇒ pi−1(i∗X(X \ A)) = X \ A× {0}.
Segue que
pi−1(i∗X(X \ A)) ∩ (X × {0}) = (X \ A× {0}) ∩ (X × {0})
= X \ A× {0}, com X \ A ∈ τX
pi−1(i∗X(X \ A)) ∩ (Y × {1}) = (X \ A× {0}) ∩ (Y × {1})
= φ.
Assim, pi−1(i∗X(X \A)) e´ aberto em X +Y e, portanto, i∗X(X \A) e´ aberto em Y ∪f X. 
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CAP´ITULO 3
Os mapeamentos coˆnico e cil´ındrico
3.1 Mapeamentos coˆnico e cil´ındrico
Dado um espac¸o X, imaginemos (ainda que abstratamente) que ele seja uma regia˜o
do plano. Geometricamente, X × [0, 1] seria visto enta˜o como sendo a regia˜o constitu´ıda
por um cilindro tendo o espac¸o X (na verdade X × {0}) por base e o intervalo [0, 1] por
altura. Ocorre enta˜o que, dada uma func¸a˜o f : X → Y , tem-se induzido uma func¸a˜o
f0 : X ×{0} ⊂ X × [0, 1]→ Y , f0(x, 0) := f(x) que permite identificar a base do cilindro
X × I com o espac¸o Y . Repetindo aqui a construc¸a˜o do espac¸o Y ∪f X, com X × I no
lugar de X, X × {0} no lugar de A e f0 no lugar de f , obtemos o espac¸o Y ∪f0 (X × I)
que chamamos de mapeamento cil´ındrico da f . A importaˆncia deste espac¸o (bem como o
de outro espac¸o que iremos construir, o chamado mapeamento coˆnico da f) e´ evidente em
homotopia auxiliando na identificac¸a˜o de mapeamentos homotopicamente equivalentes
entre dois espac¸os X e Y .
Definic¸a˜o 7. Sejam (X, τX) e (Y, τY ) espac¸os topolo´gicos, f : X → Y uma func¸a˜o
cont´ınua e f0 : X × {0} ⊂ X × I → Y uma func¸a˜o definida como f0(x, 0) := f(x). O
mapeamento cil´ındrico de f e´ definido como sendo o espac¸o Mf := Y ∪f0 (X × I) com
topologia τMf := τ(X×I+Y )/∼.
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Observe que as classes de equivaleˆncia determinadas em (X × I) + Y por ∼ via
f0 : X × {0} → Y sa˜o
[((x, 0), 0)] = {((x′, 0), 0), (f(x′), 1); f(x′) = f(x)}
[((x, t), 0)] = {((x, t), 0); 0 < t 6 1}
[(y, 1)] = {(y, 1); y ∈ Y \ f(X)}
[(y, 1)] = {(y, 1), ((x, 0), 0); f(x) = y}.
Note que
[((x, 0), 0)] = [(y, 1)] se y = f(x).
Um esboc¸o e´ dado por 1:
Figura 6: Mapeamento Cil´ındrico
Proposic¸a˜o 12. X ∼ X × {1} e´ um mergulho topolo´gico em Mf como espac¸o fechado.
Demonstrac¸a˜o 12. Primeiramente deve-se caracterizar a topologia de X × {1}. Com
este propo´sito, observe que
τX×I = {UX × ((a, b) ∩ I);UX ∈ τX}
τX×{1} = {(UX × ((a, b) ∩ I)) ∩ (X × {1});UX ∈ τX , (a, b) ∈ τR}.
Observe que
(UX × ((a, b) ∩ I)) ∩ (X × {1}) = (UX ∩X)× ((a, b) ∩ I ∩ {1})
= UX × {1}.
O que leva a caracterizar
τX×{1} = {UX × {1};UX ∈ τX}.
1Figura 6 proveniente de [4].
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O pro´ximo passo e´ construir o mergulho propriamente dito. Considere a inclusa˜o
i : X × {1} → (X × I) + Y com i(x, 1) = ((x, 1), 0)
e defina a func¸a˜o
i∗ := pi ◦ i : X × {1} →Mf = ((X × I) + Y )/ ∼ em que i∗(x, 1) = [((x, 1), 0)].
(Note que esta func¸a˜o i desempenha um papel semelhante ao da func¸a˜o denotada por iX
na proposic¸a˜o 9.) Desta forma
i∗(X × {1}) = {[((x, 1), 0)];x ∈ X} ⊂ ((X × I) + Y )/ ∼
τi∗(X×{1}) = {U ∩ i∗(X × {1});U ∈ τ((X×I)+Y/∼)}.
Mas pi : (X × I) + Y → ((X × I) + Y )/ ∼, e assim o conjunto U acima e´ tal que
pi−1(U) ∩ ((X × I)× {0}) ≡ VX×I × {0} com VX×I ∈ τX×I
pi−1(U) ∩ (Y × {1}) ≡ VY × {1} com VY ∈ τY .
E´ imediato que i∗ e´ bijec¸a˜o. A continuidade e´ assegurada pelo que segue. Seja
U ∩ i∗(X × {1}) ∈ τi∗(X×{1});U ∈ τ((X×I)+Y )/∼,
logo,
i∗−1(U ∩ i∗(X × {1})) = i−1 ◦ pi−1(U ∩ i∗(X × {1}))
= i−1 ◦ pi−1(U ∩ {[((x, 1), 0)];x ∈ X})
= i−1(pi−1(U) ∩ pi−1{[((x, 1), 0)];x ∈ X})
= i−1
(
pi−1(U) ∩ ((X × {1})× {0}))
= i−1
(
pi−1(U) ∩ ((X × I)× {0}) ∩ ((X × {1})× {0})).
Como pi e´ cont´ınua e U ∈ τ((X×I)+Y )/∼, enta˜o pi−1(U) ∈ τ(X×I)+Y e
pi−1(U) ∩ ((X × I)× {0}) ≡ UX×I × {0} com UX×I ∈ τX×I .
Voltando a` cadeia de igualdades identificamos
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i−1 ◦ pi−1(U ∩ i∗(X × {1})) = i−1((UX×I × {0}) ∩ ((X × {1})× {0}))
= i−1
(




UX×I = UX × ((a, b) ∩ I), UX ∈ τX .
Assim,
UX×I ∩ (X × {1}) =
(
UX × ((a, b) ∩ I)
) ∩ (X × {1})
= (UX ∩X)× ((a, b) ∩ I ∩ {1})
= UX × {1}.
Finalizando,
i−1 ◦ pi−1(U ∩ i∗(X × {1})) = i−1((UX × {1})× {0})
= UX × {1} ∈ τX×{1},
isto e´, i∗ e´ cont´ınua.
O pro´ximo item a ser verificado e´ que i∗ e´ func¸a˜o aberta relativa a` topologia τi∗(X×{1}).
Dado UX × {1} ∈ τX×{1} com UX ∈ τX , temos
i∗(UX × {1}) = {[((x, 1), 0)];x ∈ UX}.
Deve-se mostrar que
i∗(UX × {1}) ∈ τi∗(X×{1}),
isto e´,
i∗(UX × {1}) = U˜ ∩ i∗(X × {1})
= U˜ ∩ {[((x, 1), 0)];x ∈ X}
com U˜ ∈ τ((X×I)+Y )/∼. Observe tambe´m que
i∗(UX × {1}) = {[((x, 1), 0)];x ∈ UX}
= {[((x, t), 0)];x ∈ UX , t ∈ (a, 1]} ∩ {[((x, 1), 0)];x ∈ X}, a > 0.
Levando a identificar
U˜ = {[((x, t), 0)];x ∈ UX , t ∈ (a, 1], a > 0}.
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Aplicando pi−1 obte´m-se
pi−1(U˜) = (UX × (a, 1])× {0}.
Para ver que U˜ satizfaz a`s hipo´teses, note que
pi−1(U˜) ∩ ((X × I)× {0}) = ((UX × (a, 1])× {0}) ∩ ((X × I)× {0})
= ((UX × (a, 1]) ∩ (X × I))× {0}
= UX × (a, 1]× {0}
onde UX × (a, 1] ∈ τX×I . Analogamente,
pi−1(U˜) ∩ (Y × {1}) = φ.
Assim,
pi−1(U˜) ∈ τ((X×I)+Y ) =⇒ U˜ ∈ τ((X×I)+Y/∼).
Fica assim verificado que a func¸ao e´ aberta, portanto, mergulho.
Por fim, resta mostrar que o mergulho e´ fechado. Para isto, deve-se verificar que
pi−1(i∗(X × {1})) e´ fechado em (X × I) + Y . De fato,
i∗(X × {1}) = {[((x, 1), 0)];x ∈ X}




i∗(X × {1})) ∩ ((X × I)× {0}) = ((X × {1})× {0}) ∩ ((X × I)× {0})
= (X × {1})× {0},
com X × {1} fechado em τX×I . Tambe´m,
pi−1
(
i∗(X × {1})) ∩ (Y × {1}) = ((X × {1})× {0}) ∩ (Y × {1})
= φ
= φ× {1}.
Portanto, pi−1(i∗(X × {1})) e´ fechado em (X × I) + Y , e da´ı i∗(X × {1}) e´ fechado em
Mf . 
Obs: O que este resultado nos diz e´ que na construc¸a˜o do mapeamento cilindro temos
que Y (na verdade i∗Y (Y )) pode ser visto como um subespac¸o fechado de Mf .
Definic¸a˜o 8. Seja A um subespac¸o do espac¸o topolo´gico (X, τX) e f : X → A uma
3.1 Mapeamentos coˆnico e cil´ındrico 46
func¸a˜o cont´ınua. f e´ dita uma retrac¸a˜o se f(a) = a, ∀a ∈ A. O espac¸o A e´ chamado uma
retrac¸a˜o de X.
Proposic¸a˜o 13. i∗Y (Y ) e´ uma retrac¸a˜o de Mf
Demonstrac¸a˜o 13. Dado Mf , como foi visto da proposic¸a˜o 10, Y esta´ mergulhado
em Mf pela func¸a˜o i
∗
Y : Y → i∗Y (Y ) ⊂ Mf . Desta forma, afim de exibir a retrac¸a˜o







r([((x, t), 0)]) = f0(x, 0) = f(x)
r([(y, 1)]) = y
e tomemos r˜ := i∗Y ◦ r. Vamos mostrar que r˜ e´ uma retrac¸a˜o.
Inicialmente, vemos que r˜([(y, 1)]) = i∗Y (r([(y, 1)])) = [(y, 1)].
Observe que r e´ cont´ınua. De fato. Seja V ∈ τY . Pela definic¸ao de r,
r−1(V ) = {[(y, 1)]; y ∈ Y } ∪ {[((x, t), 0)];x ∈ f−1(V ), t ∈ I}.
O cerne da questa˜o e´ verificar que pi−1(r−1(V )) ∈ τ(X×I)+Y . Primeiramente,
pi−1(r−1(V )) = pi−1
(
{[(y, 1)]; y ∈ Y } ∪ {[((x, t), 0)];x ∈ f−1(V ), t ∈ I}
)
= pi−1({[(y, 1)]; y ∈ Y }) ∪ pi−1({[((x, t), 0)];x ∈ f−1(V ), t ∈ I})
onde se tem
pi−1({[(y, 1)]; y ∈ Y }) = {(f(x), 1), ((x, 0), 0);x ∈ f−1(V )}
= (V × {1}) ∪ ((f−1(V )× {0})× {0}),
pi−1({[((x, t), 0)];x ∈ f−1(V ), t ∈ I}) = {((x, 0), 0), (f(x), 1);x ∈ f−1(V )}∪
∪{((x, t), 0); 0 < t 6 1, x ∈ f−1(V )}
=
(
(f−1(V )× [0, 1])× {0}) ∪ (V × {1})
Da´ı,
pi−1(r−1(V )) = (V × {1}) ∪ ((f−1(V )× {0})× {0})∪
∪((f−1(V )× [0, 1])× {0}) ∪ (V × {1})
=
(
(f−1(V )× [0, 1])× {0}) ∪ (V × {1}).
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Desta forma,
pi−1(r−1(V )) ∩ ((X × I)× {0}) = (((f−1(V )× I)× {0}) ∪ (V × {1}))∩
∩((X × I)× {0})
=
((
(f−1(V )× I)× {0}) ∩ ((X × I)× {0}))∪
∪
(
(V × {1}) ∩ ((X × I)× {0}))
=
(
(f−1(V )× I)× {0}) ∪ φ
= (f−1(V )× I)× {0},
com (f−1(V )× I) ∈ τX×I .
Tambe´m,
pi−1(r−1(V )) ∩ (Y × {1}) =
((




(f−1(V )× I)× {0}) ∩ (Y × {1}))∪
∪
(
(V × {1}) ∩ (Y × {1})
)
= φ ∪ (V × {1})
= V × {1}, com V ∈ τY
Portanto, r−1(V ) e´ aberto em Mf , e assim r e´ cont´ınua. Sendo i∗Y cont´ınua segue-se que
r˜ = i∗Y ◦ r e´ cont´ınua. Vemos enta˜o que r˜ e´ uma retrac¸a˜o de Mf em i∗Y (Y ). 
Definimos agora o mapeamento coˆnico 2 da f .
Definic¸a˜o 9. Seja f : X → Y cont´ınua e Mf = Y ∪f0 (X × I). Define-se mapeamento
coˆnico da f como Cf := Mf/(X × {1}).
Figura 7: Mapeamento Coˆnico
Note que X × {1}, a rigor, na˜o e´ um subconjunto de Mf . Assim, seria mais exato
escrever Mf/i
∗(X × {1}) ao inve´s de Mf/X × {1}. Contudo, da proposic¸a˜o 12, temos
2Figura 7 proveniente de [4].
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X × {1} esta´ mergulhado em Mf de modo que identificamos X × {1} com i∗(X × {1}) o
que justifica enta˜o considerar Cf na forma dada.
O pro´ximo, e u´ltimo resultado, tem como intenc¸a˜o obter um meio de se saber quando
uma func¸ao Mf → Z que leva um mapeamento cil´ındrico em outro espac¸o e´ cont´ınuo.
Proposic¸a˜o 14. Uma func¸a˜o g : Mf −→ Z e´ cont´ınua se, e somente se, g1 := g ◦ i∗X×I :
X × I −→ Z e g2 := g ◦ i∗Y : Y −→ Z sa˜o cont´ınuas.
Demonstrac¸a˜o 14. Dado g : Mf → Z consideremos as func¸o˜es g1 = g◦i∗X×I : X×I → Z
com x 7→ g1(x) = g(i∗X×I(x)) = g([((x, t), 0)]) e g2(y) = g ◦ i∗Y : Y → Z com y 7→ g2(y) =
g(i∗Y (y)) = g([(y, 1)]).
Suponha que g e´ cont´ınua. Ja´ vimos do estudo anterior sobre colagem de espac¸os X e
Y por meio de uma func¸a˜o f : A→ Y que as func¸o˜es i∗X : X → Y ∪fX e i∗Y : Y → Y ∪fX
sa˜o cont´ınuas. O mesmo racioc´ınio se aplica aqui para mostrar que, tratando da colagem
de X × I e Y atrave´s de f0 : X ×{0} → Y , temos que i∗X×I : X × I →Mf e i∗Y : Y →Mf
sa˜o func¸o˜es cont´ınuas. Como g e´ cont´ınua e g1 e g2 sa˜o composic¸oes de func¸o˜es cont´ınuas,
segue a continuidade de g1 e g2.
Suponhamos agora que se tenha g1 e g2 func¸o˜es cont´ınuas. Seja V ∈ τZ . Para mostar
a continuidade de g deve-se mostrar que se tem g−1(V ) ∈ τMf , que consiste em mostrar
que pi−1(g−1(V )) ∈ τ(X×I)+Y , isto e´,
pi−1(g−1(V )) ∩ ((X × I)× {0}) = (UX × ((a, b) ∩ I))× {0}
pi−1(g−1(V )) ∩ (Y × {1}) = UY × {1}.
A func¸a˜o g1 e´ cont´ınua, logo g
−1
1 (V ) = i
−1
X×I(pi
−1(g−1(V ))) ≡ UX × ((a, b) ∩ {0}) com
UX ∈ τX . Da´ı,
i−1X×I
[





(a, b) ∩ I)] ∩ (X × I)
= UX ×
(
(a, b) ∩ I)





(a, b) ∩ I))× {0}
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Como g2 e´ cont´ınua temos que g
−1
2 (V ) = i
−1
Y (pi
−1(g−1(V ))) ≡ UY com UY ∈ τY . Da´ı,
i−1Y
[
pi−1(g−1(V )) ∩ (Y × {1})] = i−1Y (pi−1(g−1(V ))) ∩ i−1Y (Y × {1})
= UY ∩ Y = UY
pi−1(g−1(V )) ∩ (Y × {1}) = iY (UY ) = UY × {1}
Portanto
pi−1(g−1(g−1(V )) ∈ τ(X×I)+Y =⇒ g−1(V ) ∈ τMf ,
ou seja, g e´ cont´ınua. Finalizando assim a prova. 
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U´ltimas considerac¸o˜es
Como pode-se ver ao longo deste trabalho, a noc¸a˜o muito intuitiva e singela de colar
figuras pode ser tambe´m aplicada a estruturas puramente matema´ticas e abstratas. No
entanto, o maquina´rio matema´tico necessa´rio e´ pesado e delicado. Foi mostrado como
obter obter uma relac¸a˜o de equivaleˆncia a partir de um conjunto qualquer e como aquela
se comporta quando queremos quocientar espac¸os colados.
Como afirmado na introduc¸a˜o, este trabalho serve para dar o salto da topologia dita
geral para a alge´brica, comec¸ando pelo estudo de homotopias. Tal passagem pode ser
vista, em particular, com o mapeamento cil´ındrico que em tal teoria tem desdobramentos
e propriedades importantes. Ale´m do amadurecimento matema´tico, obtido na abstrac¸a˜o
necessa´ria a interpretac¸a˜o de alguns espac¸os quocientes menos triviais.
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